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Pollution is a serious problem that must be addressed in the 
environmental world. So it is necessary to have control to 
determine the extent to which pollutants have a harmful impact on 
the environment. This paper discusses mathematical modeling for 
pollutant distribution systems in lakes, determining the 
equilibrium point (fixed point) to determine the equilibrium in the 
model, analyzing the stability of the model to find the eigenvalue, 
then finding a solution using the numerical method VIM 
(Variational Iteration Method) to determine the amount of 
pollutants dissolved in the lake. 
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PENDAHULUAN 

Polusi merupakan masalah serius yang 
harus ditangani di dalam dunia 
lingkungan, karena keberadaannya telah 
mengganggu stabilitas ekosistem 
makhluk hidup. Polusi juga dapat 
mengancam  habitat makhluk hidup yang 
berada di suatu tempat karena memiliki 
zat-zat yang berbahaya sehingga 
populasi makhluk hidup merasa 
terancam akibat keberadaannya. Oleh 
karena itu, perlu adanya upaya 
pengontrolan untuk mencegah 
penyebaran polutan di danau.  Salah satu 
upaya untuk melakukan pengontrolan 
penyebaran polutan di dalam danau agar 
dapat diketahui tingkat penyebaran 
polutan dari waktu ke waktu, yaitu 
dengan mengaplikasikan model 

matematika untuk menyelidiki seberapa 
jauh akibat penyebaran polutan pada 
danau yang saling terhubung dengan 
danau yang lain, disertai dengan upaya 
mengambil langkah untuk pengendalian 
penyebaran polutan di danau. 
Dalam jurnal yang berkaitan dengan 
model penyebaran polutan hanya 
membahas tentang pemodelan 
matematika dalam penyebaran polutan 
di danau beserta solusinya dengan 
metode VIM (Varitional Iteration Method) 
[3], yaitu metode numerik yang 
pengerjaannya dilakukan secara rekursif 
sehingga akhirnya tingkat polutan danau 
dari waktu ke waktu. Sedangkan pada 
penelitian ini merupakan pengembangan 
dari penelitian sebelumnya[3] dengan 
mengembangkan model input polutan 
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ada pada setiap danau kemudian adanya 
analisis titik tetap dan kestabilan pada 
model serta solusi numerik dengan 
Software MAPLE.  
Tujuan dari paper ini adalah 
mengkonstuksi model matematika, 
mencari titik tetap, menganalisis 
kestabilan, mencari solusi dengan metode 
VIM (Varitional Iteration Method )  untuk 
mengetahui tingkat penyebaran polutan 
dari tiap periode.  

 
METODE PENELITIAN 

Metodologi yang digunakan dalam 

penelitian ini adalah pemodelan 

matematika dan studi literatur. Di dalam 

penelitian ini, pemodelan matematika 

telah terbukti banyak memberikan 

kontribusi diantaranya dalam memahami 

penyebaran polusi yang terjadi pada 

danau. Studi literatur adalah teknik 

pengumpulan data dengan mengadakan 

studi penelaahan terhadap buku-buku, 

literatur-literatur, catatan-catatan dan 

laporan-laporan yang berhubungan 

dengan masalah yang akan diselesaikan. 

Langkah-langkah penelitian pada jurnal 

ini dapat dilihat melalui diagram alur 

berikut: 

 
Gambar 1. Diagram Alur Penelitian. 

 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

Asumsi Model  

Asumsi yang digunakan pada model ini 
yaitu : 
Banyaknya kadar polutan pada danau 
dapat dibagi menjadi 3 bagian : 
- Jumlah polutan pada danau 1 (𝑥1(𝑡)). 
- Jumlah polutan pada danau 2 (𝑥2(𝑡)). 
- Jumlah polutan pada danau 3 (𝑥3(𝑡)). 

Tabel 1. Notasi 
Notasi Keterangan 

F13 
Debit aliran polutan danau ke 3 ke 

danau 1  

F31
 Debit aliran polutan danau ke 1 ke 

danau 3 

F21
 Debit aliran polutan danau ke 1 ke 

danau 2 

F32
 Debit aliran polutan danau ke 2 ke 

danau 3 

V1
 Jumlah volume pada danau ke 1 

V2
 

Jumlah volume pada danau ke 2 

V3
 

Jumlah volume pada danau ke 3 

p1(t) 
Model input polutan pada danau 

ke 1 

p2(t) 
Model input polutan pada danau 

ke 2 

p3(t) 
Model input polutan pada danau 

ke 3 

t
 

Waktu  

Sumber: Diolah peneliti, 2025 

 
Model Matematika  
Gambar 2 memperlihatkan sistem dari 
tiga danau yang saling terhubung. 
Masing-masing danau saling terhubung 
dimana ada aliran kanal yang saling 
terkoneksi dari ketiga danau tersebut 
Gambar 2. Sistem dari tiga danau 

 
Sumber: Diolah peneliti, 2025 

Aliran di kanal yang ditunjukan oleh 
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panah di Gambar 2, sebuah polutan 
memasuki danau dengan pi(t) 

dinotasikan laju polutan yang memasuki 
danau i  per satuan waktu dimana i = 1,2, 
dan 3. Fungsi pi(t) boleh konstan atau 
bermacam dengan unit waktu. Sehingga  
dapat diketahui level polusi di masing-
masing danau pada tiap waktu.𝑥𝑖(𝑡) 
dinotasikan sebagai jumlah volume 
polutan yang terlarut  di danau i pada 
saat waktu 𝑡 ≥ 0 dimana i = 1,2,3. 
Kemudian diasumsikan polutan di 
masing-masing danau yang terdistribusi 
secara bebas dengan cara proses 
pencampuran. Kemudian konsentrasi 
dari polutan di danau i pada saat waktu t 
di berikan sebagai berikut 

𝑐𝑖(𝑡) =
𝑥𝑖(𝑡)

𝑉𝑖
.    (1) 

Masing-masing danau secara inisial 
diasumsikan bebas dari kontaminasi, jadi 
𝑥𝑖(0) = 0 untuk masing-masing i = 1,2,3. 
Untuk model perlakuan secara dinamis 
dari sistem pada danau, kemudian ambil 
konstanta 𝐹𝑗𝑖 dinotasikan sebagai debit 

aliran dari danau i ke danau j pada saat 
waktu t, lalu laju polutan yang mengalir 
dari danau i ke danau j pada saat waktu t, 
dinotasikan oleh 𝑟𝑗𝑖(𝑡), didefinisikan 

sebagai  

𝑟𝑗𝑖(𝑡) = 𝐹𝑗𝑖𝑐𝑖(𝑡) =  
𝐹𝑗𝑖

𝑉𝑖
𝑥𝑖(𝑡).   (2) 

Kemudian 𝑟𝑗𝑖(𝑡) merupakan ukuran dari 

laju dimana konsentrasi dari polutan i 
yang mengalir pada j pada waktu t. 
Dari persamaan tersebut maka diperoleh 
sebagai berikut : 

 
(3)  

 
Agar posisi setimbang, maka debit aliran  
yang masuk masing-masing danau sama 
dengan debit aliran  keluar, yang dapat 
ditulis dengan persamaan berikut. 
 
Analisis Model 
1. Titik Tetap  

Titik tetap diperoleh saat masing-masing 
persamaan penyebaran polutan pada 
danau mencapai nilai nol atau pada saat 
terjadi “zero growth rate”, yaitu suatu 
kondisi keseimbangan dimana jumlah 
polutan pada suatu danau dalam waktu 
tertentu mendekati nol. Sehingga 
didapatkan persamaan berikut : 

 
(4)  

Tabel 2. Interpretasi Hasil Titik Tetap 
Danau 

 
Sumber: Diolah peneliti, 2025 
 

 
2.Matriks Jacobian, Persamaan 
Karakteristik, Nilai Eigen dan 
Kestabilan 
Analisis kestabilan pada model 
penyebaran polutan di danau telah diuji 
dengan tahapan sebagai berikut : 
a. Pencarian Matriks Jacobian yang 
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diperoleh sebagai berikut : 

 
b. Persamaan Karakteristik yang 
diperoleh sebagai berikut : 

 
c. Nilai Eigen yang diperoleh  

 
Dengan misal 𝑎 =

𝐹13

𝑉3
, 𝑏 =  

𝐹31

𝑉1
, 𝑐 =

𝐹21

𝑉1
, 𝑑 =

𝐹32

𝑉2
 

Sehingga dari nilai eigen itu dianalisis 
kemudian memiliki hasil yang stabil dan 
stabil asimtotik, kemudian diuji dengan 
kriteria Routh-Hurwitz sehingga dapat 
disimpulkan model penyebaran polutan 
di danau stabil. 
 
Solusi Model  
1. Model Sinusoidal dengan solusi 
numerik dengan metode VIM  
Model Sinusoidal input digunakan untuk 
polutan yang memasuki danau secara 
periodik dan fluktuatif. Contoh kasus 
𝑝(𝑡) = 1 + sin (𝑡), dan parameter 
diperlihatkan sebagai berikut : 

 

Data mengenai paramater diambil dari 
jurnal [3]. 
Dari persamaan (3) diperoleh hasil 
sebagai berikut : 

 
 (5) 

 Dengan penerapan VIM diperoleh  

 
(6)  

Sehingga dengan Software MAPLE 
diperoleh hasil sebagai berikut : 
Tabel 3.  Hasil perhitungan model 
Sinusoidal 

 
Sumber: Diolah peneliti, 2025 

 
Berdasarkan perhitungan dengan metode 
VIM untuk model Sinusoidal  telah terjadi 
kenaikan pada tiga danau. Namun disini 
nilai tertinggi kadar polutan berada di 
danau 1 dengan nilai 0.1051.  
 
2. Model Impuls dengan Solusi 
Numerik menggunakan metode VIM  
Model ini memiliki karakteristik 
masuknya polutan ke dalam danau 
dengan laju yang mirip dengan  laju 
tetap. Sekarang diasumsikan p(t) = 100 
dan berdasarkan persamaan (3)  maka 
akan diperoleh persamaan  

(7)  

Lalu dengan metode VIM dengan 
langkah seperti persamaan (6), maka 
diperoleh hasil sebagai berikut : 
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Tabel 4. Hasil perhitungan model Impuls. 

 
Sumber: Diolah peneliti, 2025 

 
Berdasarkan perhitungan dengan metode 
VIM untuk model Impuls  telah terjadi 
kenaikan pada tiga danau. Namun disini 
nilai tertinggi kadar polutan berada di 
danau 1 dengan nilai 10.0096.  
 
3. Model Step dengan Solusi Numerik 
menggunakan metode VIM  
Model Step ini memiliki karakterisitik 
model input polutan yang masuk ke 
dalam danau seperti fungsi tangga. 
Sekarang diasumsikan p(t) = 100t, jadi 
berdasarkan persamaan (3) akan 
diperoleh  

 
(8)  

Lalu dengan metode VIM dengan 
langkah seperti persamaan (6), maka 
diperoleh  hasil sebagai berikut : 
Tabel 5.  Hasil perhitungan model Step 

 

Sumber: Diolah peneliti, 2025 

 
Berdasarkan perhitungan dengan metode 

VIM untuk model Impuls  telah terjadi 
kenaikan pada tiga danau. Namun disini 
nilai tertinggi kadar polutan berada di 
danau 1 dengan nilai 0.5003.  
 

SIMPULAN 
Dari hasil dan pembahasan dapat 
disimpulkan bahwa model matematika 
yang telah diterapkan, baik dengan 
model Input seperti Sinusoidal, Impuls 
dan Step, kadar polutan dalam danau 
mengalami kenaikan dalam setiap 
waktunya sehingga perlu adanya 
antisipasi ketika danau mengalami 
kenaikan. Kemudian diperoleh hasil 
kadar polutan tertinggi terjadi pada 
danau 1 dengan kadar tertinggi berada 
pada model input Impuls yaitu 10.0096.  
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